Agrégation - Legons

Suite de polygones

[GOURDON, p 190]

ENONCE :
Théoreme : On définit par récurrence une suite
(P*)eny par PO = (z%o), 5,20) e CN et PO
z§k)+z§k) zr(lk_)l—i-z,(f) z,&k)—i—zgk)
Ty s 5 9 5 pOUI’kEN.
Alors P® . (9,9,...,9) ou g = Isobar(z%o), ., 20),
—+00

DEVELOPPEMENT :
LEMME : Soient aq,...,a, € C. Alors :
a; as ... Qp,
det | |“" " = T QW)
: : : 0<l<n—1
as as ... aq

oil w = exp(2im/n) et Q(X) = X1 a1 X"

Démonstration. Posons les matrices :

01 0 ...0

00 1 : 2122'“

J=1|: - 0 .0 etA:n1
0 1

as aa ...

1 0 0 0 2

On remarque facilement que A = >0"4 a;11J* donc A = Q(J). Or
J admet un polynéme annulateur scindé a racines simples sur C
qui est P(X) = X" — 1 =TI1}25 (X — w"). Ainsi, les valeurs propres
de J sont les (w’)p<r<n_1. On en déduit ainsi immédiatement que
les valeurs propres de Q(.J) sont les (Q(w"))o<¢<n_1. Le déterminant
de A étant le produit des valeurs propres de cette derniére, on en
déduit le résultat. ]

Démonstration. (théoréme) : Pour k > 0, PEH) = AP®) op
A= %In + %J . Une récurrence évidente montre que pour tout k£ > 0,
P®) = AFPO) Déterminons les valeurs propres de A. Pour \ € C,
on a :

det(Al, — A) = det <</\ _ ;) I - ;J>

n—1 1 1 ;

= (()\ — > — —w > (par le lemme)
=0 2/ 2

= ()\_ 1+wl)
(=0 2

— 1+w€)
Les valeurs de propres de A sont les (A\)o<r<n—1 ( 2 ) pcten 1

Etant distinctes deux & deux, A est diagonalisable. On dispose donc
d’une matrice Q € GL,(C) telle que A = Qdiag(Xg, ..., \n1)Q 7 .
Or, pour £ € {1,...,n—1}, on a |A¢| < 1, donc :

A* = Qdiag(Aj,... X )@ —= QELQ™
——00
Ainsi P k—+> QELlQ*lP(O) = P(®) p(®) est donc un point fixe
——+00

de A, i.e. un vecteur propre (a droite) associé a la valeur propre 1.
Or dim(FE;) =1et (1,...,1) € Ey, donc il existe g € C tel que :

P(m):(g,...,g)
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Par associativité des barycentres, pour tout k > 0, Isobar(P*+1) =
Isobar(P")). Finalement on a :

g = Isobar((g,...,9))

= Isobar(P™)
— lim Isobar(P"®)
k—+00
— Isobar(P?)
Le passage a la limite étant justifié par la continuité de 'application
(21, s 20) = 3 Ty 20 [
Remarques :

o Le développement est relativement court si maitrisé : on pren-
dra le temps d’illustrer avec un dessin d'un polygone dont les
sommets sont les racines n-iemes de 1'unité.

« On utilise le fait que, pour P € K[X] et A € M, (K), si K est
algébriquement clos, alors Sp(P(A)) = {P(\) | A € Sp(A)}.
Ceci est bien entendu faux si K n’est pas algébriquement clos

0 —1

1 0

R pour s’en convaincre facilement).

(considérer A = et comparer le spectre de A et A% sur

e En raisonnant coordonnée par coordonnée et par un raison-
nement analogue, on peut montrer le méme résultat pour un
polytope de R".

o Il n’y a pas de référence compléete pour ce développement, il
faut donc ’avoir bien en téte!
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